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1 Matice

1t

0

Apardt matic je v linearni algebfe nenahraditelnym nastrojem. V dalSich kapitolach ndm
bude slouZit jak k feSeni soustav linedrnich rovnic, nésledné jej vyuZijeme k popisu
transformacnich rovnic mezi soustavami soufadnic. V dal$ich kurzech se ukaze, Ze od-
povidaji mimofddné dilezitym zobrazenim mezi vektorovymi prostory, které se nazyvaji
homomorfismy.

V této pfedndsce si fekneme co je to matice a zvladneme s¢itdni a ndsobeni matic.

V linedrni algebfe se budeme zabyvat vektory, které byly ptivodné zavedeny jako dvojice
¢i trojice redlnych Cisel. S rozvojem fyziky vznikla i potfeba vysSich dimenzi, vektory
proto byly zobecnény na n-tice redlnych Cisel. DalSim rozvojem védy se vektory zobecnily
na napiiklad n-tice komplexnich ¢isel nebo na n-tice jednic¢ek a nul. Abychom nemuseli
pro kazdy ¢iselny obor zavadét novou teorii, zavedl se pojem télesa, ktery jsme uvedli v
minulé prednésce. Zjednodusené v celé budouci teorii bude téleso obsahovat ty prvky, z
kterych budeme ,,tvorit™ vektory (¢i matice). Pokud se kdykoliv v budoucnu budeme bavit
o télese T, pro snazsi predstavu si jej nahradte télesem R nebo C.

Definice 2.1 Mé&jme komutativni téleso T = (T';+, ) &isla m,n € N. Potom matici typu
m X n na télesem T rozumime schéma

takové, Ze prvky a;; € T pro vSechnai € {1,...,m}aj e {1,...,n}.
Mnozinu v8ech matic typu m x n nad télesem T znacime M, ., (T). Jestlize se m = n,
potom matici nazyvame ¢tvercovou a mnoZzinu vSech ¢tvercovych matic znacime M., (T).

11 Q12 *°° QAip
Q21 Q22 *-° Q2n
Am1 Qm2 *** Qmp

Piikladem matice typu 2 x 3 na télesem R je matice

1-2n
6v20)"
Matici typu m X n si miZeme predstavit jako tabulku o m fadcich a n sloupcich do niz

vepisujeme prvky z télesa T. Jestlize a;; je prvek matice, potom % nazyvame fddkovy
index a j sloupcovy index.

V nasledujicim textu schéma

ail aiz - Qip
ag1 Ag2 * -+ Q2p
Am1 Qm2 *** Qmp



nahradime dspornéj$im zdpisem (a,;). Pfedpokladame-li napiiklad, Ze (c;;) € Mxn(T),
potom tvrdime, Ze matice (¢;;) ma m fadkd, n sloupcti a jejimi ¢leny jsou prvky ci1, . . ., Gy € T

Definice 2.2 Mé&jme matici A € M,,,(T) takovou, Ze A = (a;;). Potom matici trans-
ponovanou k matici A rozumime takovou matici B € M,,,,,(T), kde B = bj;, Ze plati
aij = bji pro viechny indexy ¢ a j. Obvykle potom zna¢ime B = A”.

Transponovand matice tedy vznikne z ptivodni matice zaménénim fadk a sloupcti. Napiiklad
proto plati, Zze

19\ 1 6
<6\/§0) —| 22
m 0

Definice 2.3 Mé&jme matice A, B € M,,,,(T) takové, Ze A = (a;;) a B = (b;;), potom
souctem matic A a B rozumime matici A + B € M,,,«,,(T) takovou, Ze pokud ozna¢ime
A+ B = (¢;j), potom plati ¢;; = a;; + by;.

TakZe souctem dvou matic (stejného typu) je matice stejného typu takovd, Ze kazdy clen
vysledné matice je souctem odpovidajicich ¢lenti ptivodnich matic. TakZe napiiklad plati

1-20 i 0 -11} (1 =31
114 -3 21 -2 3 5)°

' Lze scitat pouze matice stejného typu!
[ ]

Véta 2.1 Algebra (M, (T),+) je komutativni grupa, kde nulovym prvkem je matice

obsahujict samé nuly (tzv. nulova matice typu m X n) a opacnd matice k matici (a;;) je
matice (—a;;).

Kromé s¢itdni matic je zavedeno také jejich ndsobeni. Zavedeni této operace, stejné tak

pochopenti jejich vlastnosti je nesrovnatelné komplikované;si nez v ptipadé s¢itdni matic.
Abychom osvétlili motivaci této definice, ozna¢me si pomoci V,, n-dimenzni vektorovy
prostor. Matice typu m x n potom odpovidaji specidlnim zobrazenim z prostoru V,, do
prostoru V,,,. Ndsobeni potom predstavuje sklddani téchto zobrazeni.

Plati proto, Ze je-li matice A typu m x n (pfedstavuje zobrazeni V,,, — V,))a Btypun xp
(pfedstavuje zobrazeni V,, — V,), potom matice A - B bude typu m X p (pfedstavuje
sloZeni pivodnich dvou zobrazeni V,,, — V,).

Definice 2.4 M¢&jme matice A € M,,,x,(T), B € M,x,(T) a C € M,,5,(T). Oznaéme
sije A = (ai;), B = (bjr) aC = (c;;). Potom fekneme, Ze matice C je soucinem matic A a
B (zna¢ime C' = A - B), jestlize pro vSechny indexy 7 a k plati

n

Cik = g ijbji.

=1




K tomu, abychom si dokdzali ndzornéji vysvétlit, jak se ndsobi matice, si pfipomeiime, co je
to skaldrni soucin vektorti. Mame-li dva vektory stejné délky (ay,...,a,) a (by,...,b,), potom
jejich skalarni soucin ziskame tak, Ze secteme souciny odpovidajicich si souradnic vektort. Tedy
vysledek je """ | a;b;. Piikladem muiZe byt

(1,2,3)-(1,0,5) =1-1+2-0+3-5 = 16.

Miame-li matice A a B, potom ¢len ¢;; jejich soucinu ziskdme tak, Ze provedeme skaldrni
soucin i-tého fadku v matici A a j-tého sloupce v matici B.

V nésledujicim piikladu ukazujeme, Ze soucin matic typu 4 x 2 a 2 X 3 je matice typu 4 x 3
a Clen s indexy 3,2 ziskdme jako skaldrni soucin tfettho (¢erveného fddku) v prvni matici a
druhého (modrého sloupce) v druhé matici.

1 -1
2 0 12 3\ [ - -
-1 3 ’<—3—2—1>_ -8
2 1

Celkovy soucin matic potom vypada

1 -1 4 4 4
2 0 1 2 3Y | 2 46
-1 3 '(—3 —2 —1)_ —10 —8 —6
2 1 -1 2 5

\ v Nasobeni matic si procvi¢te na piikladech matic, které si sami muiZete vytvofit. Jako
AN koeficienty v maticich si volte libovolné hodnoty (zcela sta&i celd &isla od -4 do 4). Pozor
na spravnou volbu typli matic!

Véta 2.2 Méjme matice A € M,y,5n(T), B € Myypy(T) a C € Myyo(T), potom plati

A-(B-C)=(A-B) -C.

Véta 2.3 Struktura (M,xn(T);+,) je okruh. Tedy plati distributivni zdkony. Existuje
neutrdlni prvek pro ndsobeni (tzv. jednotkovd matice, kterou znacime E), matice takovd,
kterd md na hlavni diagondle 1 a na ostatnich pozicich 0; tedy

Nasobeni matic je korektné definovand operace jenom na mnoZing€ ¢tvercovych matic
e stejného typu, proto i Véta 2.3. musi byt vyslovena pro ¢tvercové matice!



1.1 Radkové ekvivalentni matice, trojihelnikovy tvar

V teto sekci se nau¢ime techniku, kterd se nazyva Gaussova eliminacni metoda. Protoze

@ jsme se jeSt€ nedostali k tomu, abychom apardt matic vyuZili, nebude ndm zpocatku
zfejmy jeji ucel. Jiz v dalsi pfedndsSce, a poté jest€ nékolikrét, vyuZijeme tohoto postupu
k feseni vyznamnych problémd.

Definice 2.5 M¢&me matice A, B € M,,x,(T). Potom fekneme, Ze matice jsou Fddkové
ekvivalentni (znac¢ime A ~ B), jestlize lze matici B ziskat z matice A kone¢nym poctem
nékterych z nésledujicich tprav

i) prehozeni dvou radkd,
i1) vyndsobeni kteréhokoliv fddku nenulovou hodnotou,
iii) pri¢tenim libovolného ndsobku jednoho fadku k fddku jinému.

Tyto Upravy nazyvame elementdrni radkové transformace.

Definice 2.6 Prvky matice, jejichz fadkovy a sloupcovy index se rovnd, nazyvame hlavni
diagondlou. Matice, kterd ma pod diagonalou samé nuly se nazyva matice v trojiithelnikovém
tvaru.

Véta 2.4 KaZdd matice je Fadkové ekvivalentni s nékterou matici v trojithelnikovém tvaru.

Zpiasob upravovani matice smérem k trojuihelnikovému tvaru se nazyva Gaussova eli-

minacni metoda. Vyuzivime vlastné pouze tpravy piehozeni fadku a pfic¢itani nasobku
fadku k jinému fddku. MySlenkou je, Ze trojuhelnikového tvaru dosahujeme postupné po
sloupcich tak, jak demonstruje nésledujici priklad.

UkaZme si, jak upravit matici
110 1
121 1
001 -1
211 3

na trojihelnikovy tvar. V prvnim kroku VyuZijeme prvniho fadku k vynulovani ¢lend v prvnim
sloupci pod hlavni diagondlo. K druhému fadku tedy pficteme —1 ndsobek prvniho fadku a ke
¢tvrtému fadku pficteme —2 ndsobek prvniho fadku. ObdrZime proto

110 1 1101
121 1 0110
001-1]7]001-1
211 3 0-111

Diéle pokracujeme analogicky s druhym sloupcem. Pomoci druhého faddku vynulujeme prvky
druhého sloupce pod hlavni diagondlou. Ke ¢tvrtému fadku tedy pficteme 1 ndsobek druhého



fadku a ziskame

1101 110 1
0110 011 0
001-1]"71001-1
0-11 1 002 1

V poslednim kroku vynulujeme cCleny tietitho sloupce pod hlavni diagondlou pomoci tietiho
fadku. Proto ke ¢tvrtému fadku pficteme —2 ndsobek tietiho fadku a findlné dostavame.

110 1 110 1
011 0 011 0
001-1]"7]001-1
002 1 000 3

Definice 2.7 Hodnost matice rozumime pocet nenulovych fadki matice s ni ekvivalentni,
kterd je v trojihelnikovém tvaru.

Obvykleji se hodnost matice definuje pomoci pojmi z teorie vektorovych prostort, které
jsme zatim nezavedli. Pouze pro tplnost uvedeme i tuto definici.

Definice 2.8 Hodnost matice je dimenze vektorového prostoru ur¢eného fadky matice.

Véta 2.5 Hodnost matice i matice transponované je stejnd.
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